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らくらく相対論入門 その２：

擬ニュートンポテンシャルへの補正

福江 純

＜〒５８２－８５８２ 柏原市旭ヶ丘４－６９８－１ 大阪教育大学教育学部＞

e-mail fukue@cc.osaka-kyoiku.ac.jp：

ブラックホール周辺の相対論的性質をうまく模倣する道具として “擬ニュートンポテンシャル”、

が重宝されている。これを使えば高校生でも相対論的現象の計算ができるだろう。ただし、ブラック

ホールのごく近傍では、擬ニュートンポテンシャルの精度は急激に悪化し、シュバルツシルト半径で

は物理量が発散してしまう。今回は、擬ニュートンポテンシャルで得られた物理量の精度を上げシュ

バルツシルト半径での発散を抑えるために提案された、速度に対する“ローレンツ補正”と“メトリ

ック補正”および音速に対する“ローレンツ補正”について紹介する。

５．擬ニュートンポテンシャルの弱点

人間、誰しも楽をしたいもんである。もちろん

若いときにはバリバリの計算をするし、若いとき

の苦労は買ってでもしろというぐらいだから、あ

る程度は苦労も必要だ。しかし、歳を取って経験

を積み直感的に何が大事かわかるようになると、

人生の時間も限られてくるし（笑 、手を抜ける）

ところは抜くようになる。

まぁ、そう思ったかどうかは知らないが、ボー

ダン・パチンスキーら（ 年）は、シュバル1980
ツシルト時空周辺の力学的性質をよく近似する“

擬ニュートンポテンシャル ：”

ψ ＝－ ( － )PN GM/ r a
なるものを編み出した 。ここで は中心の天１） M
体の質量、 （＝ ／ ）は中心天体のシュバa GM c2 2

ルツシルト半径である（ は万有引力定数、 はG c
光速 。前回も述べたように、この擬ニュートン）

ポテンシャルを利用すれば、ニュートン力学の知

識しかない高校生でも、ブラックホール時空の醍

醐味を味わうことができるだろう。

この擬ニュートンポテンシャルは、ブラックホ

ール降着流 などで大変重宝されているが、もち２）

ろん何事にもあるように、擬ニュートンポテンシ

ャルも弱点をもっている。

すなわち、前回証明したように、擬ニュートン

aポテンシャルは、厳密な相対論の式に対して、

／ の一次までは正しい近似になっているのだr
が、裏を返せば、シュバルツシルト半径 に近づa
くと、擬ニュートンポテンシャルで得られた物理

量の精度が急激に悪化するのだ。具体的には、最

終安定円軌道（ ＝ ）付近では何とか使えるもr a3
のの、限界束縛軌道（ ＝ ）付近では近似がかr a2
なり悪くなり、シュバルツシルト半径（ ＝ ）r a
では物理量が発散してしまう。

したがって、最終安定円軌道より外側しか円盤

ガスの存在しない標準降着円盤モデルに対して擬

ニュートンポテンシャルを利用するのはそれほど

悪い近似ではなかったが、ブラックホール近傍ま

で円盤内縁が延びている光学的に薄い モADAF
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デルや光学的に厚いスリムディスクモデルなどで

は、擬ニュートンポテンシャルを用いると、中心

近傍で精度が悪くなるのだ。

そこで、やはり歳を取って楽をしたくなったの

かどうか知らないが、マレク・アブラモヴィッツ

たち（ 年）は、中心近傍の精度を改善する1996
ため、速度に対して、特殊相対論的なローレンツ

補正を提案をした 。３）

しかし、彼らの補正では、シュバルツシルト半

径での発散に対する一般相対論的な側面と、音速

などの熱力学的量への補正がなされていない。そ

、 （ 、れらの残された弱点に対して 福江 年ａ2004
ｂ）は、４元速度に対して、一般相対論的なメト

リック補正を組み入れた置換を提案し 、音速に４）

対しては、極度に相対論的な領域での発散を抑え

るために、特殊相対論的なローレンツ補正を提案

した 。５）

擬ニュートンポテンシャルのもとで計算した物

理量にこれらの補正を施したものは、シュバルツ

シルト半径まで非常にエクセレントな近似となる

ことがわかった。その結果、たとえば、ガス円盤

のモデルについては擬ニュートンポテンシャルの

もとでシュバルツシルト半径近傍まで計算し、そ

の（擬ニュートン）モデルにもとづいて、光の伝

播やスペクトルは一般相対論的に計算するという

ような、木に竹を接ぐ計算でも、非常に力を発揮

すると思われる。

以下、６節では速度に対するローレンツ補正と

メトリック補正を、７節では音速に対するローレ

ンツ補正を紹介する。

６．速度に対する補正

まず、擬ニュートンポテンシャルのもとで、質

量 の天体のまわりの運動を考えてみる。一般M
的な運動はややこしいので、前回まとめた円運動

、 。と 半径方向の自由落下運動を取り上げてみよう

６．１．円運動

万有引力のポテンシャルを擬ニュートンポテン

シャルに置き換えて導くと、前回でもあったよう

に、円運動の回転速度 は（３１）式のようにvKPN

なる。グラフでは、図７の破線のようになる。

この（３１）式を見ると、擬ニュートンポテン

シャルの場合は、分母に（ － ）という因子がr a
あるために、シュバルツシルト半径に近づいてい

くにつれ、ニュートン力学の場合よりも回転速度

が大きめになることがわかる。相対論的な場合に

、 、は 回転運動のエネルギーが質量と等価なために

ニュートン力学の場合よりも重力が強くなり、そ

の強くなった重力と釣り合うために回転速度も大

きめになる。擬ニュートンポテンシャルで回転速

度が大きめになるのも、この相対論的効果を反映
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したものだと見なしてよい。

また （３１）式を見てすぐわかるように、円、

運動の回転速度はシュバルツシルト半径で発散し

てしまう。もっとも、前回に述べたように、シュ

バルツシルト・ブラックホールの周辺では、シュ

バルツシルト半径の３倍の最終安定円軌道より内

、 。 、側では 円運動自体が不可能になる したがって

その点に気をつけておけば、擬ニュートンポテン

シャルのもとで円運動の回転速度がシュバルツシ

ルト半径で発散する問題は、あまり気にしなくて

よい。

ただし、擬ニュートンポテンシャルではシュバ

ルツシルト半径で回転速度が発散するという性質

に引きずられて、回転速度が相対論の値よりもさ

らに大きめになってしまうのだ。そしてシュバル

ツシルト半径の２倍くらいより内側では、精度が

急激に悪化するのである。この点を問題視したア

ブラモヴィッツたち（ 年）は、擬ニュート1996
ンポテンシャルで過大評価された回転速度を少し

抑え、相対論的な値に近づけるために、ローレン

ツ因子γを利用して速度を調整することを思いつ

いた 。具体的には、３）

２v v v c→γ ， γ＝ ／√ －（ ／ ）1 1
という置換を行うのである。この特殊相対論的な

補正を、ここでは「ローレンツ補正」と呼ぶ 。４）

円運動の回転速度に対しては （３３）式の最、

初の等号より後半部分を見て欲しい。擬ニュート

ンポテンシャルで得られた（３１）式の回転速度

をローレンツ補正したものが（３３）式で、補正

後の回転速度には“＾（ハット；山形 ”を付け）

て区別してある。

補正後の回転速度の具体的な形は （３３）式、

の置換に補正前の（３１）式を入れ、補正後の量

について整理すればよい。そうして求めた補正後

の回転速度が（３９）式である。グラフでは、図

７の実線のようになる。

a図７ 回転速度。横軸はシュバルツシルト半径

を単位とした中心からの距離 、縦軸は光速 をr c
単位とした回転速度 。破線は擬ニュートンポv Ｋ

テンシャルで得られた補正する前の回転速度、実

線は補正後の回転速度。

図７を見ると補正の効果が一目瞭然である。補

正前の回転速度は（最終安定円軌道より内側はあ

まり意味がないとはいえ）シュバルツシルト半径

の２倍の半径で光速に達していたが、補正後の回

転速度は全体的に控えめになっており、シュバル

ツシルト半径の２倍でも光速の７割しかない。

６．２．自由落下

自由落下運動についても話の流れは同じだ。

万有引力のポテンシャルを擬ニュートンポテン

シャルに置き換えて導くと、自由落下運動の動径

（ ） （ ） 。速度 落下速度 は ３２ 式のようになるvffPN

グラフでは、図８の破線になる。

さて （３２）式からすぐわかるように、自由、

落下運動の動径速度もシュバルツシルト半径で発

散してしまう。先の回転速度の場合は、円運動自

体が存在できなくなるのだから発散は気にしなく

てよいと言ったが、自由落下運動の場合はそうは
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いかない。実際に、ブラックホールへ向けて一直

線に落下する運動が可能だからだ。現実に起こる

運動で物理量が発散するようなことがあっては困

る。それどころか、そのような運動で落下速度が

光速を超えても困る。実際に一般相対論では、観

測者が測定する落下速度は、シュバルツシルト半

径でちょうど光速になる。この点を問題視したの

が福江（ 年 ）である 。2004 a ４）

また相対論では４元速度という量を必要とする

が、一般相対論的な４元速度に合致させるために

は、どうしても時空の曲がりの効果を考慮する必

要がある。とくにシュバルツシルト時空の場合、

回転方向には時空の計量は関係ないので回転速度

には曲がりの効果は入らないが、半径方向には計

量が変化しているので動径速度には曲がりの効果

が入る。具体的には、

√ ＝√（１－ ／ ）g a r００

という因子の分だけ補正が必要になるのだ。この

一般相対論的な補正を、ここでは「メトリック補

正」と呼ぶ 。４）

自由落下運動の動径速度に対しては （３４）、

式を見て欲しい。擬ニュートンポテンシャルで得

られた（３２）式の動径速度をローレンツ＆メト

リック補正したものが（３４）式で、補正後の量

には“＾（ハット；山形 ”を付けて区別してあ）

る。

この（３４）式の置換によって、たとえば、補

正後の４元速度は（３８）式のようになる。この

動径方向の４元速度は、一般相対論で得られる４

元速度に完全に一致する。

さらに補正後の落下速度は（４０）式である。

グラフでは、図８の実線のようになる。

図８を見るとわかるように、補正前の落下速度

はシュバルツシルト半径に至る前に光速に達して

いたが、補正後の落下速度はちょうどシュバルツ

シルト半径で光速になる。

なお、ここでは、円運動と落下運動にわけて考

えたが、螺旋運動や楕円軌道のように両方の運動

がある場合には、両方の速度を考慮したローレン

ツ因子で補正すればよい 。４）５）６）

図８ 落下速度。横軸はシュバルツシルト半径ａ

を単位とした中心からの距離ｒ、縦軸は光速ｃを

単位とした落下速度ｖ 。破線は擬ニュートンポｆｆ

テンシャルで得られた補正する前の落下速度、実

線は補正後の落下速度。

７．音速に対する補正

つぎに、擬ニュートンポテンシャルを用いて得

られる物理量の中で熱力学的な量、とくに音速を

考えてみよう。

速度に対する補正の問題を考えていたときに、

頭の隅に引っかかっていたのが、音速の問題であ

る。擬ニュートンポテンシャルを用いて計算する

と、後で述べるように、音速もシュバルツシルト

半径で発散してしまう場合がある。これはやはり

具合が悪い。相対論的な計算では、局所的な音速

は、極端に相対論的な場合でも、

c c／√ ～3 0.577
を超えることはないのだ。発散はおろか、光速に

さえ至らない。しかし、すぐには適当な表式を思

いつかなかったので、音速の問題は一次棚上げに
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して、速度の方のメトリック補正だけ先に仕上げ

ることにした。

その後、相対論的な表式などを眺めているうち

に、ああ、これでいいんじゃないか、という形が

出てきた。早速、静水圧平衡の場合について、補

正後の音速と相対論的な音速を比べてみると、非

常によく一致していることがわかったので、擬ニ

ュートンポテンシャルで得られた音速に対する補

正として提案することにした 。そういう意味で５）

は、速度に対する補正もそうだが、音速に対する

補正も、何らかの原理原則から導かれたものでは

なく、擬ニュートンポテンシャルで得られた物理

量を改善し定量的な精度を高めるための経験的な

ものである。ただし、無限大に発散していた物理

量を有限に抑える効果があるのだから、経験的な

ものとはいっても補正の意義は非常に大きいと思

う。また補正式を見ると非常に綺麗な式だなと思

う、のはぼくだけかも知れないが（笑 。）

ちょっと前置き（言い訳）が長くなった。擬ニ

ュートンポテンシャルで得られた音速に対する補

正式として提案したのは（４１）式である。

この（４１）式で、左辺が、擬ニュートンポテ

ンシャルで得られる補正前の音速の２乗である。

一方、右辺に出てくる“＾（ハット；山形 ”の）

ついた量が、補正後の音速（の２乗）である。ま

た右辺の分母に出てくるΓは比熱比で、 は光速c
である。

比熱比Γは一般的には温度の関数で、非相対論

的な低温領域ではΓ＝５／３、相対論的な高温領

域ではΓ＝４／３になる 。ただし、低温領域で７）

はこのような補正はそもそも不要で、Γの値に関

（ ） 、わらず ４１ 式右辺の分母はほぼ１になるので

ここでは（４１）式右辺の分母が意味をもつ高温

領域のみを念頭に置いてΓ＝４／３で固定する。

そしてその結果、補正前の音速が無限大に発散し

たときでも、補正後の音速が相対論的に正しい値

である ／√ に近づくという性質が付与されるc 3
のだ。この（４１）式を、＾のついた補正後の音

速について解けばすぐ確かめられるので、実際に

確認してみて欲しい。

で、音速に対する（４１）式の置換は、比熱比

Γの部分はあるものの、速度に対するローレンツ

補正と似ていることがわかる。もともと音速は局

所的な量なので、時空の曲がりなどの補正は必要

なく、特殊相対論的な補正だけが必要である。そ

こでここでは、この置換も“ローレンツ補正”と

呼ぶことにしよう 。５）

ではこのローレンツ補正によって、擬ニュート

ンポテンシャルで得られた音速の値はどの程度ま

で改善されるのだろうか。静水圧平衡の場合を取

り上げて具体的に比較してみよう。ただし、他の

問題にも適用できるように 流線に沿った流れ あ、 （

るいは一次元流）に対するベルヌーイの式からは

じめることにする。
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擬ニュートンポテンシャルのもとでのベルヌー

イの式は、ふつうの流体力学で出てくるものとほ

ぼ同じだが、重力ポテンシャルの部分だけ少し変

形して （４２）式のような形になる。この（４、

２）式の左辺第一項は運動エネルギー、第二項は

エンタルピーで、第三項が擬ニュートンポテンシ

ャルのもとでの重力エネルギーである。散逸や熱

伝導のない一次元流では、これらの和が一定であ

ることを、ベルヌーイの式は表している。その一

PN定値（ベルヌーイ定数）は一般には任意の値 E
であるが、無限遠で速度 、音速 、重力ポテン0 0

0 0シャル とすれば （４２）式のように ＝、 EPN
となる。

図９ 静水圧平衡における音速。横軸はシュバル

ツシルト半径 を単位とした中心からの距離 、a r
縦軸は光速 を単位とした音速 。破線は擬ニc c Ｓ

ュートンポテンシャルで得られた補正する前の音

速、実線は補正後の音速、そして一点鎖線は一般

相対論での音速。

静水圧平衡は、全域で流れがない状態なので、

このベルヌーイの式で速度の項を常に０と置けば

得られる。そこで（４２）式で速度の項を落とし

た式を変形したものが、静水圧平衡における音速

の分布を表す（４３）式である。そして（４３）

式を見てすぐわかるように、擬ニュートンポテン

シャルのもとで得られた静水圧平衡における音速

は、シュバルツシルト半径で発散する。グラフで

は、図９の破線になる。

一方、この補正前の音速（４３）式を、音速に

対するローレンツ補正の式である（４１）式に入

れて、補正後の量について書き直したものが、補

正後の音速（４４）式である。グラフでは、図９

の実線になる。式でもグラフでもわかるように、

このローレンツ補正によって発散の問題は解消

し、補正された音速はシュバルツシルト半径で有

限の値に抑えられている。

さらに相対論的な音速と比較してみよう。一般
５）相対論的なベルヌーイの式は、導出は参考文献

を見て欲しいが （４５）式のように表せる。７） 、

非相対論的なベルヌーイの式では和の形になって

いたものが、積の形になっていることに注意して

欲しい（両辺の対数を取れば和の形になる 。す）

なわち、エンタルピーの項（分母に比熱比Γのあ

） （ ）る項 と運動エネルギーの項 ローレンツ因子γ

と重力ポテンシャルの項（メトリックｇ の項）００

の積が一定なのである。この一定値 は、やはEGR
り無限遠での条件を入れると、今度は にならず0
に （４５）式のように ＝ となる。これは、 EGR 1
相対論的なエネルギーの定義では、無限遠で静止

していても、静止質量エネルギーが存在すること

に由来する。

この相対論的ベルヌーイの式で、全域で流れが

ないとすると、ローレンツ因子は常にγ＝１とお

けて、静水圧平衡の式になる。そこで（４５）式

でγ＝１と置いて変形したものが、相対論的な静

水圧平衡における音速の分布を表す（４６）式で

ある。グラフでは、図９の一点鎖線になる。

補正後の音速と相対論的な音速は （４４）式、

と（４６）式を比べたのではよくわからないが、

図９を見ると、補正後の音速（実線）と相対論的

な音速（一点鎖線）が非常によく一致しているこ
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とが見て取れるだろう。

８．おわりに

当初の心づもりでは、温度など他の物理量や、

相対論的 モデルなど具体的な応用例につADAF
いても紹介する予定だったが、分量が増えすぎた

３）４）５）ので割愛した。それらについては、原論文

を参照して欲しい。６）

さて、前回と今回で紹介した、擬ニュートンポ

テンシャルとその補正は、その適用範囲などをわ

きまえて上手に利用すれば、相対論がまだ取っつ

きにくいジュニアにとっても、テンソルの嵐に疲

れたシニアにとっても、非常に有用な道具になり

うるだろう。

擬ニュートンポテンシャルで得られた速度その

ままでは、シュバルツシルト半径近くでは精度が

悪くなったり、シュバルツシルト半径より外側で

光速に達してしまうなどの不具合があった。しか

し、特殊相対論的なローレンツ補正や一般相対論

的なメトリック補正を施すことによって、定量的

には精度が改善され、定性的には発散が抑えられ

て速度が光速を超えないようにできることがわか

った。４元速度も補正できることがわかった。同

様にして、ローレンツ補正を施すことにより、音

速についても格段に改善されることがわかった。

先にも述べたように、あくまで経験的な処方箋で

はあるが、擬ニュートンポテンシャルにおける物

理量の発散という病的な問題に対する対症療法と

、 。しては 現在のところ唯一の有効な処方でもある

、 、これらの改善点は ブラックホール降着流での

解析的・数値的な諸計算で考慮する必要があると

思う。たとえば、擬ニュートンポテンシャルのも

とで遷音速流を調べる際には、物理量を補正する

と音速点が移動する可能性がある。数式的には補

正前の音速点が数学的な特異点になっているだろ

うが、物理的には補正後の音速点がより正しいも

のに近いと考えられる。振動現象や不安定性さら

に衝撃波の問題にも影響を与えるだろう。

また、いまのところ、シュバルツシルト・ブラ

ックホール時空を模倣する擬ニュートンポテンシ

ャルに対しての補正のみ考案した段階である。カ

ー・ブラックホール時空を模倣する擬ニュートン

ポテンシャルも提出されている が、そのような８）

擬ニュートンポテンシャルに対して、補正ができ

るのかどうかなどは、今後の課題である。
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：Easy Relativity 2
Correction to the Pseudo-Newtonian Potential
Jun Fukue
Astronomical Institute, Osaka Kyoiku University,
Asahigaoka 4-698-1, Kashiwara, Osaka 582-8582,
Japan

Abstract The pseudo-Newtonian potential is now：

widely used as a powerful tool to mimic the general
relativistic effect around a Schwarzschild black hole.
This potential enables high school students to
calculate the relativistic phenomena. Under this
potential, however, physical quantities often
unphysically diverge at the Schwarzschild radius.
This time, we introduce special and general
relativistic corrections Lorentz and metric(
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corrections on the velocities, and a special)

relativistic correction Lorentz correction on the( )

sound speed.


